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VIII-3. 


In questo seminario considereremo alcuni aspetti del comportamento 
asintotico delle soluzioni dell'equazione astratta 

du 

—_ + = 
(1) at tACt)U = ft) 

In particolare ci interesseremo al problema della convergenza per t++o 
delle soluzioni di (1) ed (eventualmente) al loro sviluppo asintotico. 

Cominceremo allora con qualche considerazione di carattere euristico. 


Supponiamo che, in qualche senso, A(t) +» A() e f(t) + f(®). Se 
t+to t++o0 


ult) + ul), sarà ragionevole aspettarsi du (t) +0. Dunque, formalmente 
} 


t>+to +to0 


A(©)u(o) = f(®), da cui, se A(®) è invertibile, u(o) = A() 1 f(®). Da ciò, se- 
gue, in particolare, che, se f = 0, u(©) = 0 e questo presuppone uno stato di sta 
bilità asintotica della soluzione nulla dell' equazione (1) con f = 0. 

Consideriamo allora il problema della stabilità per equazioni del ti- 
po (1). 

Nel caso in cui la dimensione dello spazio è finita e A(t) =A, que- 
sto tipo di stabilità si ha se o (A)c{zeC|Re z 30). 

Nel caso di un generico spazio di Banach complesso E, si ha stabili- 
tà asintotica se -A è il generatore MEROESIT po un semigruppo analitico, 
3620 tale che p (A) D{ZEC|Re 2 s 6} e I(A-z) | S mo] (vedi [1] th. 4.3). 

Nel caso in cui invece Alt) non è costante la situazione è molto più 
complicata, anche nel caso finito- -dimensionale. 


Si consideri a proposito il seguente esempio (vedi [2]) poniamo 


1 + 2cos(4t) -2-2 n) 


2 - 2sen(4t) 1-2 cos(4t) 


e'sen(2t) 
Si ha o(A(t)) = {1} YteR, ma una soluzione di (1) conf=0èat+ ( ) 


e'cos(2t) 
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che non è neanche limitata su R*. 

Cominciamo allora a cercare di ricavare un risultato di stabilità 
asintotica per l'equazione astratta (1). 

Le ipotesi generali con cui lavoriamo sono le seguenti: E è uno spa- 
zio di Banach complesso, Wt = 0 A(t) è un operatore lineare chiuso a do- 


minio denso in E (dominio in generale dipendente da t). Inoltre 


(h,) 3520, we]0, 3 [ tali che 
p(A(t)) 2 S = {zEC|] |Arg(z-6)|zw} witz0. 
(h,) 2c > 0 tale che wtz0, yzes o I(A(t)-2)"]] = ma 
L(E) 
(ny) L'applicazione t + (A(t)-z) le c1(RF; 2(E)) vzes 
1 
a(A(t)-z) w(t) w TE 
(hg) I at le) ai 1+|z-6]| DIRE LrocSR ) 
el __ 
(hp) t+ salt) è localmente hòlderiana da R? a (E). 


Si sa (vedi [3]), che sotto queste condizioni gli operatori A(t) so 
no generatori infinitesimali di semigruppi analitici ed è possibile, con un pro- 
cedimento dovuto a Kato e Tanabe, costruire un operatore di evoluzione 


U(t,s) (Ossst<+»). Vale la seguente stima: 


Teorema 1. Nelle ipotesi (hj)-(hg)» 3C(w)>0, M = 1 tali che: 


t 
[U(t,s)] < M exp(C(w) / w(t)dr - s(t-s)). 
S 


Dim. (Cenno). Cominciamo a considerare il caso 8=0. Sostituiamo al 


problema (1) il problema approssimato (2) 
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con A,(t) = nA(t) (neA(t)). 
Si verifica facilmente che gli operatori A,(t) verificano (h,)-(hy) 
e sono in più limitati. Se indichiamo con U (t5) l'operatore di evoluzione ge- 


nerato dagli A_(t) si può tentare di stimare [u_(t:5)I pensandolo come 


lim exp(- a) A(t- {t-s),, hulLik exp(- sl A(s+ Ges), exp(- ts) A(s)) 


k>+o0 k 
Si tratta allora di stimare fexp(-S.A(t,))....... exp(-S, A(t.))| con 
NON 1 1 (E) 
Ost,s dig È ty fe 3 SERELENTÌ 20. 


A tale scopo, osserviamo che lexp(-sA,(t))I (E) s M con M indipenden- 
te da s, n, t. 


Poniamo 


= sup |exp(-s Atl 


kl 
Nat s=zo 


Ixln,t è una norma su E e |x| < Ixln,t s Mx]. Inoltre, |exp(-s AA nt s 


< Ixln,t ys=0. 


Si può verificare che, nelle ipotesi fatte, 


t+h 
lexp(-s A (t+h)) - exp(-s ACI Ss ct) { w(t)dr. 
È 


Da ciò, 
t+h 
lexp(-s A_(t+h))I s Îexp(-s A_Ct))I + C(w) Il w(t)dr 
t 
che implica 


t+h t+h 
Ixln.tth s Int + C(w) j w(t)dtlxln + < cxp(c() [ W(7) dex 


Allora 
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N 
N-1 ÙN 
< il exp(-s.A (t ))x| t È exp(C(w) f w(t)dt) 
j=1 ? N tri 


N-1 
xp(-s. A (t. $ e É 
JR expl=s; Anlt Ang, 50 * 


UN 


t 
N 
exp(C(w) J w(t)dt)[ exp(-s; Alt) t 


t Pic 
N ty 

< exp(C(w) f w(t)dt) bxI, t 5 M exp(C(w) w(t)dt)]x| 
t se" tu 


t 
Da questa stima segue Ju, (t+5)I < M exp(C(w) Il w(t)dt). Si può provare che 


U (835) + U(t,s) in senso forte e ciò permette di estendere la disuguaglianza 
a U(t,s). 

I1 risultato è dunque provato nel caso 6=0. Se 6>0, basta porre 
À(t) = A(t)-6. L'operatore di evoluzione associato ad Mt) è eSlt-51U(t,5). Da ciò 
il risultato generale. 

Torniamo al problema della convergenza. Vale il seguente risultato, 
dovuto a H. Tanabe [4]. 


Supponiamo che: 


(i) D(A(t)) è indipendente da t. 
(ii) Valgono (h,)-(ho) 


(iii) ICA(t)-A(sY)A(0)"] s cost(t-5)”, «€10,11 


(iv)  3A() con D(A(=)) = D(A(t)) e I(A(®)-A(t))A(0) 
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Consideriamo una soluzione debole (mild) di (1) con fe Li e lR*E) (cioè ult) = 


t 
= U(t,s) x + / U(t,0)f(c)do ‘per t = s) 
S 


t+to È 
Se f(e)cEètale che [f(t) - f(©)] 30, [u(t) - AC)" f(@)] cri Ma 
t+to 
a a : i. du 
Inoltre se f è hòlderiana,u è una soluzione classica e dt Pra di 
Supponiamo verificate (h,)-(ho) in maniera tale che |U(t,s)| < 
t-s) (con 8>0). 


Diamo la seguente definizione: 


-0 
s cost e ( 


Definizione 1. Sia f[T,t[ + E sommabile su ogni sottoinsieme di 
[T,te[ di misura finita e sia f(o)€E. Diremo che f(t) 3 f(®) se Ye>0 
L({tzT] If(t)-f_l 2e}< +0, 

Si ha: 


Teorema 2. Siano soddisfatte (hj)-(hg) in modo che 
IU(t,s)| s M e79(t-5) (6>0). Sia f: [T,te[ + E, f(t) z f(). Supponiamo 
At)" > B, În senso forte con BAIE). 

Allora ogni soluzione debole di (1) tende a Bf(®) in norma al tende- 
re di t + ©, 


Se inoltre 


(a) 80, w(t) +0 


-1 -l 
(by ACE PAL, set) trat, (rst) 


(ce)  If@)-F(1)] s clt-a] (810,11) 


i î . du 
ogni soluzione debole è classica e dt (t) wa 0. 


5 i du È giù 
Osserviamo che il fatto che dt (t) ti. 0 può essere utilizzato per 


provare la convergenza di u(t) a Bf(°) in una topologia più forte. 
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Infatti, supponiamo che F sia uno spazio di Banach, FG, E, 


FID(A(t)) vt, a(t)"! eL(E,F) e At) + B, În senso forte în £ (E,F). Allora, 
da (1) segue 


u(t) = ACE) Cect) - SU (8) 


du 


e dalla convergenza di di 


(t) + 0 segue |u(t) - Bof (IE Pond 0 


Per descrivere meglio la soluzione per valori grandi di t, si può cer 
care di determinarne un eventuale sviluppo asintotico. 
A tale proposito vale il seguente risultato dovuto a Pazy [5]: suppo- 


niamo che valgano le ipotesi del risultato di Tanabe e inoltre 
(v) A(t) = A +ÎA Fai #PCA_+— RIO) 


con D(A(t)) = DIA) = «.. = DIA) = D(RCt)) e IRCt) AC 7, O» 


di ES PA 
i treat 6(t) con |o(t)| > 0. 


t t 


(©) 
tl 
H 


Allora ogni soluzione debole u ammette lo sviluppo asintotico 


_ 1 1 RI 
ult) "ut ca ton Un ‘i r(t) 


con r(t) Sad 0. 
Questo risultato si può estendere al caso D(A(t)) variabile nel se- 


guente modo: 


Teorema 3. Supponiamo verificate le ipotesi (hj)-(hg) in modo tale 
-o(t- 
che |U(t,s)| s Me (t-5) (6>0). 


Inoltre, 


VIII-9. 


con Bo? asc i Bho R(t) e £(E) , R(t) + 0 in senso forte, siti x } 0 yxeE. 
1 1 


Sia fi RT + E, f(t)=f + +... += f. += r(t), con r(t) 0. Allora 
o t 1 Pu n RL 


SI: 1 
= _ = —$ 
U(t) = ba. + n) unt o p(t) con |p(t)] Far 0. 


Vogliamo ora indicare alcune applicazioni dei risultati astratti pre- 


cedenti. 
Consideriamo il problema 
du 
= A(t,x,D)u = f(t,x) , t=20, xeaQ 
(3) B;(t,x,D)u = 0 su 932, j=1,...,Mm 
u(0,x) = ul) , XE 
e: 
ana by = g dx, 
J 
Qui 9 è un aperto regolare di R", A(t,x,D) = : a (t,x)D" , le 
|a|<2m “ 
a € C°(RÌ x è), Re . a (tax) sla” wiz0, xeîî, geR". Inoltre 
|a|=2m - 
oo - 
a (t,x) i a (,x) uniformemente su £, sup IS(t,-)1 <+o. Riguardo a 
a a t dt 0, 
B.(t,x,D) = LO bi (t,)0î “(Rtxa 
.(t,x,D) = . »X)D", con b. ,EC (R'x9), supponiamo che 
J |8|sm, J:8 J,8 
J 
si E ob. 8 
0° I Al 2 . +00 
bi ell b; gl se) inc (2) e n Fa” (tt, Hp 


Supponiamo inoltre che Wt=0 il sistema {B;(t,x,D)} sia normale con 


my s 2m-1 je sia verificata la seguente condizione (vedi Agmon [6]): poniamo 


Meno = Lo attale, B,(t,x,8) - Y 


$ (tab. Allora, 36, 
la|=m Ig]=m; 


bi. 
J38 
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E10,n/21 tale che Yt20, AXEC con |Arg a|j = 85° il polimonio in 
tA(t,x,t + tv (x))-A ha esattamente m radici T] (ESA) ea tp(E5A) con parte 
immaginaria positiva, WE tangente in x a 39, con v normale esterna in x a 992 e 
inoltre gli m polimoni int B,(t,xsE+0 (x) siano linearmente indipendenti mo- 


m 


dulo [](1-1;(£,2)) . In tali ipotesi vale la seguente stima dovuta ad Agmon 
j=1 


[6]: sia XEC con |Arg 1] 80° lx]2G, (con A > 0 opportuno), l<p<+o. 


vuen"P(g), GE uÉM-M;>P(q) coincidente con B;(t,x,D)u su 992, si ha 
2m 2uci 
Li lul; p $ co CICACt,x,D)-2 Ul ,p + 
j=0 
(4) 
2m-mj 
PRE EE all 
+ x g. + ilo 
Ers| dop sui 2m mp 


Poniamo: D(A(t)) = (uewl"*P(0)|B,(t,x,D)u=0 su 39, j=1,...,m}, A(t)u(x) = 
= A(t,x,D)u (Ostst®). Si può dimostrare che A(t) è il generatore infinitesi 
male di un semigruppo analitico in LP(a). 


(Si osservi che da (4) segue 
|al Iul,p S coIA(t)u-2Ul ,p vueD(A(t)) 


e sono soddisfatte le ipotesi (h})-(hg) almeno per t abbastanza grande, pur- 
ché si supponga che p(A(©))>{ZEC]| Rez s 0}. 
Verifichiamo soltanto (hj): 


=1 
Fissato fetP(0) poniamo u(t) = (A(t)-z) f, con zez, 
1 da 


u(t) = a(Mtla] Fa A(t,x,D) = ) Ti (60)D", B;(t,x,D) a 
° ab.,8 falt 


= LO AL (t,9pÎ 
\e [smi ot 
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Vale 


A(t,x,D)u(t) - zu(t) = f, 


B;(t,x,D)u(t) =0 su 939 


Derivando rispetto a t, si ottiene 


ACt,x,D)ù(t) - zù(t) = -A(t,x,D)u(t) 
B;(t,x,D)u(t) = -B;(t,x,D) ult). 


Da (4) segue allora 


z| It) ,p s CIA (t,x,D)u(t)I ,p + 
2m-mj; 
m “> | mo. 
+ 2. del" 1B;(t,6D)u(t)1,p + © 18;(£,,D)U(t) Imm .,p) 
j=1 Ji j 
da, 
sc I (t,)1 . du(t)l, + 
(o) |a|s2m at 0, 2m,p 
mo Sini ab, ,(t,-) 
+ )_ del i, aL, ML Ni 
j=1 |8|sm. JP 
J 
m ab. glt»°) 
Ja . 
+ L ta | È L= ICE) lam, p) < (Applicando ancora (4)) clflp,p' 


Applichiamo ora i risultati astratti a (3); si ha: 


1 


m 
Lemma 4. Supponiamo che a_(t,x) = a (©» x) + È N: ak) + 


+ LL (t ) | (t +) + na t+to _ 

pla sx), con fr (t» le pes (ty Had I 0, bj glt:%) = 

y 1 1 

= b. (x) + dl" (x) += p. (t,x) con 

dB Ki ato dk do db 
lo ( ) t+o J38 

J,8 cem ui ) "dg 0, | at (E, )I 2m-mi (3) > 0 

5.1 dit dR tato 
Allora, A(t) = A(e) + La ; j n RI), con IRCt)] Mi rrs02), di 
j=lt ? £(E) 


Da ciò segue che 


Teorema 5. Se sono soddisfatte le ipotesi del lemma 4 e 


fi: [O,+to[xQ + C è tale che: 


(a) f(t,-)eLP(o) vtzo 
(b) t+f(t,-) è localmente hòlderiana a valori in LP(0) 
(c) If(t,-) - f()lo,p I, 0 


e se u è soluzione di (3), 


Ju(t,+) - A) FCI ,p 0 


da m 
ab 
Se E e (E; lo © + } LI 6, )l + 
|a|s m i j=l Iglsm, ot 0, 
m K sr 
+ Hi Pb; glt>l,o 25 0, 
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1 
Se f(t,x) = 00 ct E (x) + î) r(t,x), con Irft, DI da 


LS 1 
dn j0* po p(t.x), con Uprccaun E 


t 
203P(g t+o 
È) A. 0 
W » lo(t,- LA 
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